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Analiza efektywności trakcyjnej zestawu kół pojazdu szynowego  

w łuku toru o małym promieniu  
 

Przedmiotem opracowania jest studium efektywności trakcyjnej tramwajowego zestawu kół w 
łukach toru o małym promieniu krzywizny. Pojęcie „mały promień łuku” zostało ściśle tech-
nicznie zdefiniowane, jako związane zarówno ze zjawiskiem mikropoślizgów kół po szynach 
jak i z parametrami geometrii toru. W podsumowaniu sformułowano wniosek praktyczny. 

1. Wprowadzenie 

Rozważono przypadek indywidualnego napędu osi 
tramwajowego zestawu kół. Siły trakcyjne (podłużne) 
F kół zestawu, lewego „L” i prawego „P”, można trak-
tować jako ogólnie niejednakowe. Przy takim założe-
niu wprowadzono pojęcie współczynnika efektywno-
ści trakcyjnej zestawu ETZ, będącego wyróżnikiem 
konstrukcyjnej przydatności układu napędowego 
tramwaju do pracy w łuku torowym. 

Współczynnik ETZ wyraża się wzorem:  
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Maksymalny potencjał trakcyjnych sił (przyczep-
ności) na obwodzie kół zestawu opisuje zależność 
Fzmax= FLmax + FPmax . Jednak pod względem kon-
strukcyjnym z pełną efektywnością trakcyjną, wyra-
żoną według (1) wartością ΕTZ=1, ma się do czynienia 
niezależnie od stopnia wykorzystania maksymalnego 
potencjału sił trakcyjnych.  

Pod względem fizycznym konstrukcyjnego 
współczynnika efektywności trakcyjnej ETZ poje-
dynczego zestawu nie można bezpośrednio utożsamiać 
z eksploatacyjnym współczynnikiem Θ wykorzysta-
nia przyczepności [7] (albo wykorzystania nacisku 
napędnego) całego pojazdu dla celów trakcyjnych. 
Współczynnik Θ można wyrazić następującym wzo-
rem: 
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gdzie:  
–  Fj wypadkowa siła pociągowa wywiązywana 

na obwodzie j-tego zestawu napędnego  
– ψ=ψ(V) współczynnik przyczepności kół do 

toru przy prędkości V pojazdu trakcyjnego o 
liczbie ‘n’ osi napędnych i łącznym nacisku 
Qn tych ‘osi’ na tor.  

Współczynnik ETZ dotyczy toru zakrzywionego, 
zaś Θ - toru prostego. 

Zgodnie z (1), efektywność trakcyjna jest obniżona 
zawsze, gdy FL≠FP. O ileż bardziej efektywność trak-
cyjną obniżałoby wystąpienie ujemnej siły trakcyjnej 
(siły hamującej) na którymkolwiek kole zestawu. Taki 
przypadek może wystąpić w łuku toru przy dynamicz-
nym niedostatku „ekwiwalentnej stożkowatości” na 
zestawie. Ujemne wartości sił przyczepności (na kole 
zewnętrznym) w praktyce występują najczęściej w 
zestawach tocznych (nienapędzanych), w łukach toru 
o szczególnie małych promieniach, kiedy potencjał 
skrętnego napinania osi (w funkcji drogi pokonywa-
nej przez zestaw) przyrasta tak szybko, że odprężanie 
tych napięć (na tej samej drodze) w wyniku mikro-
poślizgów kół nie nadąża za procesem napinania osi. 
W zestawach napędzanych lub hamowanych, siły 
przyczepności w łukach toru o znakach przeciwnych 
występują znacznie rzadziej i tylko przy względnie 
małym momencie napędowym lub hamującym na 
zestawie. Odpowiednią sytuację zilustrowano rys.1. 
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Rys. 1. Ilustracja geometrycznego bilansu stożkowatości kół 
zestawu pojazdu szynowego i tworzącej stożka w łuku toru o 

promieniu ρ 

 Jeżeli kinematyczne przemieszczenie poprzeczne 
środka zestawu w stosunku do środkowej linii (w łuku 
zazwyczaj nieco poszerzonego) toru zakrzywionego o 
promieniu łuku ρ pozwala na osiągnięcie geometrycz-
nych różnic promieni uprofilowanych kół lewego i 
prawego o łącznej wartości 2∆R, to geometryczny 
bilans stożkowatości zestawu według rysunku 1 pozo-
staje zachowany, koła pracują bezpoślizgowo, zaś oś 
zestawu skrętnie się nie napina: 
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Związek (3) określa bezwzględne warunki tech-
nicznie pełnej efektywności trakcyjnej ETZ zestawu 
napędowego przy jednakowych naciskach obydwóch 
kół na szyny. Gdy zaś występuje niedostatek geome-
trycznej stożkowatości zestawu: 
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to oś zestawu, przemieszczającego się wzdłuż toru, 
będzie doznawać narastających napięć skrętnych, przy 
czym wartość współczynnika efektywności trakcyjnej 
zestawu ETZ ulegnie odpowiedniemu obniżeniu. Bio-
rąc pod uwagę występowanie poślizgów pomiędzy 
kołami i szynami należy oczekiwać, iż w praktyce 
wielkość ∆R (według rysunku 1) będzie przybierać 
wartości inne niż wynikające z geometrycznego wa-
runku ruchu bezpoślizgowego. 

Zgodnie z (1), wartość trakcyjnej siły przyczepno-
ści pojedynczego zestawu FZ w każdych warunkach 
wyniesie: 
FZ = ETZ⋅[|FL|+|FP|];    Fi = QZ ⋅Ψi(Vi);   (i=L,P)       (5) 
gdzie: 

– QZ nacisk statyczny zestawu kół na tor 
–  Ψ(V) opisano przy wzorze (2)  
– ETZ opisano wzorem (1).  

Jest oczywiste, że w praktyce podczas ruchu ze-
stawu w torze, naciski Qi kół na szyny nie są ani sta-
tyczne, ani jednakowe, lecz w sposób ogólnie losowy 
ulegają dynamicznym zaburzeniom nominalnej warto-
ści grawitacyjnej. Zagadnienia dynamicznych zabu-
rzeń nacisków nie mają zasadniczego związku z 
głównym wątkiem tematycznym opracowania i zosta-
ły pominięte. 

Zagadnienie efektywności trakcyjnej ETZ zestawu 
w łuku toru będzie analizowane przy upraszczającym 
założeniu jednakowych wartości nacisków kół zesta-
wu na szyny. Ponadto, przy analizie mikropoślizgów 
podłużnych, dla uproszczenia przyjęto walcowy mo-
del koła. Uwzględniono przy tym fizyczne zjawisko 
poślizgu kół na szynach, co z kolei pozwoli na wyzna-
czenie rzeczywistych wartości ∆R. Przy prezentacji 
zasad technicznej metody podnoszenia efektywności 
trakcyjnej zestawu tramwajowego w łuku wymienione 
uproszczenia nie mają istotnego znaczenia jakościo-
wego. 
2. Modelowy proces skrętnego napinania osi pod-

czas bezpoślizgowego ruchu zestawu tocznego 
w łuku toru  

Odpowiednią sytuację zilustrowano rysunkiem 2. 
Zestaw z kołami walcowymi ma okręgi toczne roz-

stawione na szerokości s. Podczas bezpoślizgowego 
toczenia się kół po szynach, w łuku toru o promieniu 
ρ, kąt ϕ skręcenia osi przyrasta w miarę przemiesz- 

czania się zestawu wzdłuż jego drogi. Równanie 
więzów kinematycznych (według rysunku 2): 
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Rys. 2. Kinematyczny proces skrętnego napinania osi zestawu 
tocznego 

Zestaw z kołami walcowymi ma okręgi toczne roz-
stawione na szerokości s. Podczas bezpoślizgowego 
toczenia się kół po szynach, w łuku toru o promieniu 
ρ, kąt ϕ skręcenia osi przyrasta w miarę przemiesz-
czania się zestawu wzdłuż jego drogi. Równanie wię-
zów kinematycznych (według rysunku 2): 

RωV;dtωdΦdΦΦRdρ ⋅=⋅=⋅=⋅ ϑ   (6) 
gdzie: 

– ϑ  bieżący kąt położenia zestawu w planie łuku 
toru 

– Φ kątowe położenie zestawu przy obrocie wo-
kół jego osi 

– V prędkość zestawu wzdłuż linii toru. 

Przyrost dϕ kąta skręcenia osi wyraża się następująco: 

[ ]
R

ds)(ρs)(ρ
d 2

1
2
1 ϑ

ϕ
−−+

=     (7)  

gdzie:  

– dϕ przyrost kąta w obrotu koła lewego względem 
prawego w zestawie. 

Po podstawieniu (6) do (7) otrzymuje się: 

ρ
dΦsd ⋅=ϕ           (8)  

Zatem kątowa prędkość skrętnego napinania osi wy-
niesie: 
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3. Modelowy proces skrętnego odprężania osi pod-
czas poślizgowego ruchu zestawu tocznego w 
łuku toru [1 i 2]  

Na skutek skręcenia liniowo sprężystej osi zesta-
wu o kąt dϕ,  wystąpi w niej moment skręcający M 
(rysunek 2). W następstwie mikropoślizgów pomiędzy 
kołami i szynami, skręcenie osi będzie ulegać odprę-
żaniu. Zgodnie z rysunkami 1 i 2, stwierdza się kolej-
no:  
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- przy całkowitym skręceniu osi pomiędzy kołami o 
kąt dϕ, na obwodzie każdego koła zestawu o 
promieniu R można bilansowo przyporządkować 
przeciwnie skierowane przemieszczenia obwodo-
we o wartości ϕ⋅ dR2

1 . 

- aby droga ϕ⋅dR2
1  została pokonana przez 

(abstrakcyjne) koło o promieniu ∆R, to zgodnie z 
rysunkiem 3 koło rzeczywiste musi obrócić się o 
kąt dΦ.  

ω 

R 

∆R 

½ dϕ 

dΦ 

Rt 

Rys. 3. Poślizg na kole wewnętrznym tocznego zestawu kół w 
łuku toru. 
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Rys. 4. Rozkład sił i prędkości poślizgów na kole napędzanym i 
hamowanym zestawu tocznego w łuku toru o małym promieniu 

Elementarne drogi ślizgania na obwodzie koła (na-
pędzanego – wewnętrznego lub hamującego – ze-
wnętrznego podczas poślizgowego odprężania napięć 
skrętnych w osi zestawu kół), zgodnie z rysunkiem 3, 
bilansują się następująco: 

ϕϕ dRdR∆RdΦ 2
1

t2
1 ⋅≈⋅=⋅    (10) 

gdzie: Rt – promień toczny według rysunków 3 i 4.  

Zatem: 

dt
d

∆R2
R

dt
dΦ ϕ≈     (11) 

Ponieważ w praktyce ∆R/R<<0,01, to można napisać:  

R
Vω

dt
dΦ ≈=    (12) 

Kątowa prędkość elementarna poślizgowego odpręża-
nia osi wyniesie: 

2
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R
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Poziom skrętnych obciążeń w osi pozostanie usta-
lony, gdy prędkość poślizgowego odprężania osi 
zrówna się z prędkością kinematycznego napinania 
osi, czyli: 

dt
d

dt
d napodpr ϕϕ

=   albo   2R
∆RV2

Rρ
Vs ⋅=

⋅
⋅

    (14) 

W wyrażeniu (14) występuje wielkość ∆R, którą 
należy wyznaczyć zgodnie z  fizyką zjawiska pośli-
zgu. 

4. Fizyczny charakter poślizgu [1 i 2] 

Trakcyjnie użyteczną siłę pociągową na pojedyn-
czym kole zestawu o promieniu RL=RP=R, przy naci-
sku statycznym koła na szynę Qi, określa wartość po-
ślizgu σ [1,2 i 4].  

Według badań Cartera [3] 
przybliżenie liniowe tej zależno-
ści w technicznym obszarze uży-
teczności trakcyjnej jest opisane 
prostym wzorem analitycznym: 

RQ70835cσ;cF ⋅=⋅=     (15)  

gdzie: c – wielkość stała („stała 
Cartera”). 

Dla warunków toczenia się ko-
ła po szynie, napędzanego mo-
mentem Mk, poślizg wzdłużny σ 
definiuje się poprzez prędkości: 
obwodową ω⋅R (mierzoną na ob-
wodzie koła) i ruchu postępowe-
go V (środka koła), co pokazano 
na rys.5. 

Zatem: 

0ω;
Rω

VRωσ ≠−=  (16) 
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Rys. 5. Charakterystyka fizyczna [1, 3 i 7] sił przyczepności F koła  
do szyny wyrażona w funkcji poślizgu σ; 

Zgodnie z wzorem (16) koło walcowe, o nominal-
nym promieniu geometrycznym R, obciążone trakcyj-
nie siłą styczną F, toczące się po szynie z poślizgiem 
σ ≠ 0, ma na swym obwodzie prędkość obwodową ω⋅
R, zawsze różną od prędkości ruchu środka tego koła 

xV &=  wzdłuż toru, gdyż (zgodnie z rysunkiem 4) 
każdej skończonej wartości siły F zawsze towarzy-
szy poślizg σ [6]. 

Według rysunku 3, obok omawianego koła trak-
cyjnego, z taką samą prędkością kątową ω może się 
bezpoślizgowo toczyć po swojej szynie inne koło, 
nieobciążone trakcyjnie, czyli „koło toczne” o pro-
mieniu Rt. Koło toczne, trakcyjnie nieobciążone, we-
dług (16) miałoby poślizg zerowy, czyli σ = 0, zatem: 

xVV;Rω t &==⋅    (17) 
Jeżeli koło toczne ma tak dobrany promień toczny 

Rt, że ściśle spełnia warunek (17), to na podstawie 
(16), można napisać: 

 ∆RRR;
R
∆R

Rω
RωRωσ t

t −==−=   (18) 

Widać, że pojęcie abstrakcyjnego przyrostu pro-
mienia koła ∆R, będącego różnicą rzeczywistego 
promienia geometrycznego R walcowego modelu koła 
napędowego i promienia Rt koła tocznego, (także wal-
cowego), określa trakcyjny poślizg koła po szynie σ 
zgodnie z (16).  

Na mocy (14) i (18), każde koło zestawu tocznego 
doznaje następującego poślizgu: 

R
σV2

R
∆RV2

Rρ
Vs

2
⋅=⋅=

⋅
⋅

     (19) 

Albo:         

ρ2
sσ =    (20) 

skąd wynika, że przy stałym promieniu łuku toru ρ, 
różnica ∆R promieni, fizycznego R i abstrakcyjnego 
tocznego Rt, w zestawie „walcowym” jest niezależna 
od prędkości jazdy V i wynosi:  

tRR∆R;
ρ2
sR∆R −=⋅=  (21) 

A także: różnica ∆σ kinematycznych 
poślizgów obydwóch kół zestawu w 
łuku jest niezależna od prędkości 
jazdy V i wynosi: 

  
ρ
s∆σ =   (22) 

   5. Związek wartości ∆R z efektyw-
nością trakcyjną zestawu kół 

 Jak wcześniej wspomniano, najsilniejszy spadek 
efektywności trakcyjnej zestawu występuje, gdy siły 
obwodowe na kołach zestawu mają znaki przeciwne 
(rys.5).  

Rys. 6. Trakcyjnie nieefektywny kontur sił adhezyjnych oraz 
prowadzących w zestawie tocznym [5]. 

Warunek niewystępowania przeciwnie skierowa-
nych obwodowych sił przyczepności na kołach zesta-
wu wyraża się następująco: 

dt
d

dt
d napodpr ϕϕ

>       (23) 

czyli w postaci jawnej: 

ρ
12 >

⋅
∆

Rs
R

       (24) 

albo, po uwzględnieniu (18): 

σ2
sρ >         (25) 

Warunek (17) jest zawsze spełniony przez zestaw 
napędny (lub hamujący): 

- na torze prostym ρ=∞ przez dowolny klasyczny 
kolejowy zestaw kół 

- przez pojazd jednoszynowy s=0 na dowolnym 
torze. 
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Graniczną wartość promienia toru ρgr, przy której 
na żadnym kole zestawu tocznego podczas normalnej 
eksploatacji nie wystąpi ujemna siła trakcyjna, można 
wyznaczyć wprost na podstawie (9), (15) oraz (19):  

 
*2*2 F
css

gr
⋅==

σ
ρ   (26) 

gdzie: 
– F* trakcyjna siła styczna na obwodzie kół zestawu, 

wg rys. 5. 
– c   stała Cartera we wzorze (15), według rysunku 5. 

Według (26) „mały promień łuku” występuje, 
gdy grρρ < .  

Rys. 7. Trakcyjnie efektywny kontur sił adhezyjnych i 
prowadzących w zestawie napędnym (lub hamującym 

elektrodynamicznie) [5]. 

Jeżeli obwodowe, przeciwnie skierowane siły 
przyczepności osiągają w łuku wartości graniczne, to 
moment trakcyjny działający na osi ma na celu naj-
pierw zniwelowanie na kole wewnętrznym siły trak-
cyjnie szkodliwej, a dopiero później wywołanie siły o 
zwrocie trakcyjnie użytecznym. Ponieważ poślizgi 
poszczególnych kół zestawu w łuku zawsze różnią się 
pomiędzy sobą, to także siły obwodowe na kołach 
będą się odpowiednio różnić. Obwodowa siła przy-
czepności na kole nie może przekroczyć siły maksy-
malnej według rys. 5. 

W łuku torowym wartości poślizgów względnych 
na kołach zestawu (tocznego, napędnego lub 
hamującego) będą zawsze różne, zatem różnica 
wartości poślizgów pomiędzy kołem lewym i prawym 
w łuku wyniesie ∆σ=2σ(ρ). Gdy promień krzywizny 
toru ρ= const, to zgodnie z (1), efektywność trakcyjna 
zestawu podczas eksploatacji w oczywisty sposób 
zależy od położenia pasma ∆σ (według wzoru 22) na 
wykresie F(σ) – rys.8.  
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Rys. 8. Poślizgi trakcyjne: a)  w 
normalnej eksploatacji napędnej i b)  

w stanie awaryjnym (po zerwaniu 
przyczepności). 

Indeksy „L” i „P” oznaczają odpowiednio koło le-
we i prawe podczas ruchu zestawu w łuku „w prawo”. 

Na rys. 8a pokazano przypadek eksploatacyjny 
FP>FL przy czym dF/dσ>0, zaś na rys. 8b FL>FP, przy 
czym dF/dσ<0, co ilustruje przypadek awaryjny, w 
którym poślizg σ narasta w sposób niekontrolowany, 
przy czym wartości sił FL i FP odpowiednio maleją. 

Ilustracja przypadku eksploatacyjnego 8a) pokazu-
je, że na mocy wzoru (1) zmniejszenie szerokości 
pasma ∆σ byłoby bardzo korzystne. Zmniejszanie ∆σ 
zbliża też pokazany na rys. 8 b) przypadek ETZ OPT do 
wartości ETZmax=1. Przypadek 8 b) pokazuje, że nawet 
po zerwaniu przyczepności ETZ<1. 

Pod względem formalnym związek ∆R z efektyw-
nością trakcyjną wynika wprost z liniowej zależności 
(27), wynikającej z wzorów (21) i (22):  

∆σ
2
R∆R =       (27) 

6. Podsumowanie i wnioski 
Uproszczony model mikropoślizgu trakcyjnego, 

przy znanej wartości współczynników c i σ, pozwala 
na bardzo proste i dostatecznie wierne (dla celów mo-
delowania dynamicznego) uwzględnienie wzdłużnych, 
trakcyjnych skutków złożonych zjawisk adhezyjnych. 
Pojęcie poślizgu opisanego poprzez abstrakcyjne przy-
rosty ∆R promienia koła jest szczególnie czytelne 
dydaktycznie i łatwe w zastosowaniach obliczenio-
wych.  
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Model odwzorowuje tylko mikropoślizgi podłużne; 
poślizgi poprzeczne wymagają oddzielnego potrakto-
wania. Model jest adekwatny do badania dynamiki 
pojedynczych kół oraz zestawów kolejowych kół na-
pędzanych i nienapędzanych (tocznych). Model z 
dobrą dokładnością obejmuje przypadki techniczne 

1
R
∆R0 ≤≤  Model formalnie nie obejmuje granicz-

nego przypadku zablokowania koła przez hamulec 
kiedy ∆R=∞; Wtedy ma się do czynienia z klasycz-
nym przypadkiem tarcia (a nie przyczepności). Model 
formalnie dotyczy koła „walcowego”. Mikropoślizgi 
poprzeczne, spin (poślizg wiertny) i nabieganie obrze-
ża na szynę należy uwzględniać przy użyciu oddziel-
nego modelu fizycznego i odpowiedniego opisu ma-
tematycznego. Badanie podłużnej (płaskiej) dynamiki 
trakcyjnej całego pojazdu i dynamiki układów napę-
dowych najkorzystniej powinno być prowadzone 
łącznie.  Quasistatyczne obciążenia pasożytnicze kon-
turu dynamicznego zestawu kołowego oraz dynamicz-
ne zaburzenia nacisku tego zestawu na tor obniżają 
jego użytkową wydajność trakcyjną (współczynnik 
efektywności trakcyjnej jest mniejszy od jedności).  

Niepełne wykorzystanie przyczepności przez 
choćby jedno koło zestawu kół obniża efektywność 
trakcyjną tego zestawu. Stąd także wynika oczywisty 
wniosek, że niepełne wykorzystanie przyczepności 
przez choćby jedno koło pojazdu trakcyjnego także w 
pewnym stopniu obniża trakcyjną efektywność całego 
pojazdu. Z powodu sprzecznych wymagań odnośnie 
do budowy zestawu dla zapewnienia statecznego ru-
chu zestawu w torze prostym i wysokiej efektywności 
trakcyjnej w łuku, konieczny jest techniczny kompro-
mis. 

W łuku torowym o promieniu 
R
sR

∆⋅
⋅<

2
ρ  we-

dług wzoru (4), efektywność trakcyjna ETZ zawsze jest 
mniejsza od 1, zatem w trakcji tramwajowej należy  
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stosować układy napędowe z mechanizmem różnico-
wym o odpowiednio dobranej strefie nieczułości róż-
nicowej dla kompromisowego zapewnienia właściwo-
ści klasycznego zestawu kół w torze prostym przy 
eliminacji ujemnych sił trakcyjnych w łukach według 
wzoru (26) oraz przy zachowaniu możliwie wysokiej 
wartości współczynnika ETZ. Tematyka ta zostanie 
omówiona w oddzielnym artykule.  
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